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凸集

• 凸集

• ⼀个集合C是凸集，则集合中任意两点所组成的线段仍然在该集合中

∀𝑥!, 𝑥" ∈ C, 0 ≤ 𝜃 ≤ 1.⇒ 𝜃𝑥! + 1 − 𝜃 𝑥" ∈ C

• 重要的凸集

• 超平面、半空间、多面体

• 对称半正定矩阵集合

• 球、椭球

• 凸集的证明

• 定义

• 保凸的运算：凸集的交集、凸集的仿射变换



凸函数

• 定义

1. 对于⼀个函数𝑓: ℝ# → ℝ，如果dom𝑓为凸集，且

𝑓 𝜃𝑥 + 1 − 𝜃 𝑦 ≤ 𝜃𝑓 𝑥 + 1 − 𝜃 𝑓(𝑦)

对所有的𝑥, 𝑦 ∈ dom𝑓，0 ≤ 𝜃 ≤ 1成立，则𝑓为（下）凸函数

2. ⼀阶条件：对于可微函数𝑓，如果dom𝑓为凸集，则𝑓为凸函数当且仅当

3. 对于⼆阶可微函数𝑓，如果定义域为凸集，𝑓为凸函数当且仅当



凸函数

• 常见的凸函数
• 负熵：𝑥log𝑥 on R$$

• 范数函数： 𝑥 % = ∑&'!# 𝑥& %
!
" for 𝑝 ≥ 1;

• 𝑓 𝑥 = max x!, … , x( , x ∈ 𝑅)

• …

• 保凸的运算
• 非负加权和、仿射组合、最⼤化

• 函数组合

•函数的共轭
• 𝑓∗ 𝑦 = sup

#∈%&'(
(𝑦)𝑥 − 𝑓(𝑥))
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⼀般优化问题

• 优化问题

min 𝑓*(𝑥) .

s. t. 𝑓& 𝑥 ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚

ℎ& 𝑥 = 0, 𝑖 = 1,… , 𝑝

• 其中

• 𝑥 = 𝑥!, 𝑥", … , 𝑥# ∈ ℝ#： 优化变量(optimization variable)

• 𝑓*: ℝ# → ℝ：目标/损失/效用函数(Objective/loss/utility function)

• 𝑓&: ℝ# → ℝ, 𝑖 = 1,… ,𝑚：不等式约束(Inequality constraint)

• ℎ&: ℝ# → ℝ, 𝑖 = 1,… , 𝑝：等式约束(Equality constraint)

• m=p=0： ⽆约束问题



优化问题的最优解

• 优化问题的域 (domain)
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• 可⾏解集（feasible set）
• 𝑋 = {𝑥 ∈ 𝐷且所有约束条件可以满⾜}

• 问题的最优值（optimal value）
𝑝∗ = inf{𝑓*(𝑥)|𝑥 ∈ 𝑋,}

• 最优解（optimal point/solution）
• 若𝑥∗可⾏，且𝑓* 𝑥∗ = 𝑝∗

• 最优解集（optimal set）
𝑋-%. = {𝑥|𝑥 ∈ X,, 𝑓* 𝑥∗ = 𝑝∗}

• 𝜀-次优解集（ 𝜀–suboptimal set）
𝑋/ = {𝑥|𝑥 ∈ X,, 𝑓* 𝑥∗ ≤ 𝑝∗ + 𝜀}



局部最优解（Locally optimal）

• 𝑥为局部最优解，如果 ∃𝑅 > 0使得𝑥为以下问题的最优解：

• 所有局部最优解构成的解集为𝑋0-1



不同解集的关系

𝐷

𝑋

𝑋2

𝑋0-1𝑋-%.



凸优化问题

• （狭义）凸优化问题的标准形式

min. 𝑓*(𝑥) .

s. t. 𝑓& 𝑥 ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚

𝑎&3𝑥 = 𝑏&, 𝑖 = 1, … , 𝑝

• 其中

• 𝑓&: ℝ# → ℝ, 𝑖 = 0,… ,𝑚：凸函数

• ℎ&: ℝ# → ℝ, 𝑖 = 1,… , 𝑝：等式约束为仿射函数

• 性质：凸优化问题的可⾏解集为凸集



例

• 是否为标准形式的凸优化问题？

• 等价变换



例

• 等价变换

min. 𝑓*(𝑥) .
s. t. 𝑠+ ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚

𝑓+ 𝑥 − 𝑠, = 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚

𝑎+)𝑥 = 𝑏+, 𝑖 = 1,… , 𝑝
• 松弛变量（Slack variable）

• 引⼊新的变量𝑠，新的优化问题的优化变量包括𝑥, 𝑠



例

max. 𝑓*(𝑥) .

s. t. 𝑓& 𝑥 ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚

𝑎&3𝑥 = 𝑏&, 𝑖 = 1, … , 𝑝

• 其中𝑓*：凹函数

• 是否为凸优化问题



重要性质：局部最优=全部最优

• 局部最优=全部最优

• 局部最优：存在𝑅 > 0使得𝑥为以下问题的最优解：

• 全局最优：𝑝∗ = inf{𝑓*(𝑥)|𝑥 ∈ 𝐷,}， 𝑓* 𝑥∗ = 𝑝∗



重要性质：局部最优=全部最优

• 证明：

𝑥

y



最优条件

• 可微目标函数下的最优条件

• 凸函数的⼀阶条件

• 𝑓!可微，则𝑓!为凸函数 ⟹ 𝑑𝑜𝑚𝑓为凸集

• 𝑓! 𝑦 ≥ 𝑓! 𝑥 + ∇𝑓!" 𝑥 𝑦 − 𝑥 , ∀𝑥, 𝑦 ∈ dom 𝑓

• 最优条件

• 𝑥 ∈ 𝑋最优 ⟺

梯度表示某⼀函数在该点处的⽅
向导数沿着该⽅向取得最⼤值



最优条件（特殊情况）

• ⽆约束问题：
• 𝑥为最优解的充分必要条件

• 等式约束问题：

• 𝑥为最优解的充分必要条件，存在𝑣使得



线性规划（Linear Programming）

𝑐 ∈ ℝ#, 𝑑 ∈ ℝ

𝐺 ∈ ℝ$∗#, ℎ ∈ ℝ$

𝐴 ∈ ℝ&∗#, 𝑏 ∈ ℝ&

• 凸优化问题，目标函数和约束都是仿射函数

• 可⾏解集是多面体，虚线为等⾼线

• 在P中任意找⼀点与x*梯度的内积⼀定小于0

• 单纯形法（simplex methods）
• 任意⼀个线性规划问题，其最优解⼀定在边界上

= −∇𝑓(𝑥∗)



发展历史

• 1930-1940：线性规划最先在第⼆次世界⼤战时被提出，用于最⼤化

资源的利用效率：指按照既定的时刻表去执⾏任务或者用最佳⽅式

做⼈员部署。

• Dantzig（单纯形法）

• Von Neumann（最优性条件）

• Kantorovich（最优化问题的形式）



应用举例1-运输问题

• 假设有I 个港⼝𝑃!, 𝑃",··· , 𝑃4，提供某种商品。有𝐽个市场𝑀!, 𝑀",··· , 𝑀5需要这种商品.假设港⼝𝑃&

有𝑠& 单 位的这种商品(𝑖 = 1,· · · , 𝐼)，市场𝑀6 需要𝑟6 单位的这种商品，且总供应与总需求相等，

即∑&'!4 𝑠& = ∑&'!4 𝑟6 。令𝑏&6 为从港⼝𝑃&运 输单位数量商品到市场𝑀6的成本。运输问题是在满⾜

市场需求下使得运输成本最低. 



应用举例1-运输问题

• 运输问题还有更⼀般的情形，即最优运输问题。它关⼼两个(离 散、连续)测度的对应关系。具
体地，若测度是离散的，我们想要确定的是离散点之间的对应关系。

• 应用领域包括：计算流体⼒学，多幅图像之间的颜⾊转移或图像处理背景下的变形，计算机图
形学中的插值⽅案，以及经济学、通过匹配和均衡问题等、单细胞RNA发育过程中指导分化。

• Domain Adaption： 从源数据分布中学习⼀个训练良好的模型，并将该模型转换为采用目
标数据分布。

• Deep Generative Model： 其目标是将⼀个固定的分布，例如标准⾼斯或均匀分布，映射到
真实样本的潜在总体分布



应用举例2-马尔科夫决策过程(Markov Decision Process)

• 智能体对环境进⾏感知，在每个状态𝑖，按照策略𝜋实施动作𝑎，然后进⼊下⼀个状态𝑗；获得奖

励为𝑟(𝑖, 𝑎)。其中从状态𝑖到状态𝑗的概率为P7(𝑖, 𝑗)

• 𝑉 (𝑖)是向量 V 的第 𝑖 个分量，表示从状态 i 出发得到的累积奖励

• 𝛾为折扣因⼦，⼀般取0.9-1之间



应用举例2-马尔科夫决策过程(Markov Decision Process)

• 马尔科夫决策过程是强化学习的最基本模型。在实际问题中，转移概率矩阵P7(𝑖, 𝑗)

往往是未知，需要通过探索-利用来求解最优的累积奖励
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