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回顾

• 凸集
• 集合中任意两点所组成的线段仍然在该集合中

• 凸函数
• 定义⼀：如果dom𝑓为凸集，且𝑓 𝜃𝑥 + 1 − 𝜃 𝑦 ≤ 𝜃𝑓 𝑥 +
1 − 𝜃 𝑓(𝑦)对所有的𝑥, 𝑦 ∈ dom𝑓，0 ≤ 𝜃 ≤ 1成立

• 定义⼆：对于可微函数𝑓，如果dom𝑓为凸集，则𝑓为凸函数当且仅
当𝑓 𝑦 ≥ 𝑓 𝑥 + ∇𝑓 𝑥 ! 𝑦 − 𝑥 ，对所有的𝑥, 𝑦 ∈ dom𝑓成立
• 定义三：对于⼆阶可微函数𝑓，如果dom𝑓为凸集，则𝑓为凸函数当

且仅当∇"𝑓 𝑥 ≽ 0，对所有𝑥 ∈ dom𝑓成立

• 凸优化问题
• 标准形式
• 局部最优=全局最优

• 最优条件：𝑥 ∈ 𝑋最优 ⟺∇𝑓#! 𝑥 𝑦 − 𝑥 ≥ 0 for all 𝑦 ∈ 𝑋
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•拉格朗日与共轭函数

•对偶间隙
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•最优条件的两个解释

•⼏何解释

•鞍点解释
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⼀般优化问题

•优化问题

min𝑓#(𝑥) .

s. t. 𝑓$ 𝑥 ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚

	 ℎ$ 𝑥 = 0, 𝑖 = 1,… , 𝑝

• 𝑥 ∈ 𝑅!

• 𝐷 = ⋂"#$
% 𝑑𝑜𝑚𝑓" ∩ ⋂"#&

' 𝑑𝑜𝑚ℎ"

• 𝑋 = {𝑥 ∈ 𝐷且所有约束条件可以满⾜} 

• 𝑝∗为最优值

不⼀定是凸优化问题!



拉格朗日函数

• 优化问题

min 𝑓#(𝑥) .

s. t. 𝑓$ 𝑥 ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚

ℎ$ 𝑥 = 0, 𝑖 = 1,… , 𝑝

• 拉格朗日函数（Lagrangian function）

• 给该问题中的每⼀个约束指定⼀个拉格朗日乘⼦𝜆, 𝜈 ，以乘⼦为加权系数将约

束增加到目标函数中 

• 𝐿: ℝ!×ℝ)×ℝ' → ℝ，其中定义域为𝐷×ℝ)×ℝ'，

𝐿 𝑥, 𝜆, 𝜐 = 𝑓$ 𝑥 +:
"#&

%

𝜆"𝑓"(𝑥) +:
"#&

'

𝜐"ℎ"(𝑥)



拉格朗日对偶函数

•拉格朗日对偶函数(Lagrange Function/Dual Function)

𝑔 𝜆, 𝜐 = inf
%∈'

𝐿 𝑥, 𝜆, 𝜐

= inf
%∈'

(𝑓# 𝑥 +G
$()

*

𝜆$𝑓$ 𝑥 +G
$()

+

𝜐$ℎ$ 𝑥 )

• 𝜆 ∈ ℝ*, 𝜐 ∈ ℝ+



对偶函数性质⼀

•弱对偶理论：如果𝜆 ≥ 0，则𝑔 𝜆, 𝜐 ≤ 𝑝∗

实线：目标函数𝑓#
虚线：𝑓) ≤ 0

点虚线：拉格朗日𝑓# + 𝜆𝑓): 𝜆 = 0.1, 0.2, . . . , 1.0

可⾏解集：[-0.46, 0.46]



对偶函数性质⼆

•性质：对偶函数为凹函数

• 命题：若𝑓), … , 𝑓*为凸函数，则𝑓(𝑥) = max{𝑓) 𝑥 ,… , 𝑓*(𝑥)}

为凸函数

• 命题：若𝑓(𝑥, 𝑦)对所有𝑦 ∈ 𝐴为关于x的凸函数，则𝑓(𝑥) =

sup
,∈-

𝑓(𝑥, 𝑦)为凸函数



例1

min 	 𝑥!𝑥	

s. t. 	 Ax =𝑏	

𝑥 ∈ ℝ., 𝑏 ∈ ℝ+, 𝐴 ∈ ℝ+×.



例2

min C!𝑥

s. t. Ax =𝑏 , 𝑥 ≥ 0



例3

min 𝑥!𝑊𝑥

s. t. 𝑥$ = ±1, 𝑖 = 1,… ,𝑚



函数的共轭

• 函数共轭：

𝑓∗是𝑓的共轭，若𝑓∗ 𝑦 = sup
*∈,-% .

(𝑦/𝑥 − 𝑓(𝑥))

• 拉格朗日对偶函数(Lagrange Function/Dual Function)

𝑔 𝜆, 𝜐 = inf
*∈0

𝐿 𝑥, 𝜆, 𝜐

= inf
*∈0

(𝑓$ 𝑥 +:
"#&

%

𝜆"𝑓" 𝑥 +:
"#&

'

𝜐"ℎ" 𝑥 )



例

min 𝑓(𝑥)

s. t. 𝑥 = 0

• 解



例

min 𝑓$ 𝑥

𝑠. 𝑡. 𝐴𝑥 ≤ 𝑏, 𝐶𝑥 = 𝑑

• 解
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•拉格朗日函数

𝐿 𝑥, 𝜆, 𝜐 = 𝑓$ 𝑥 +:
"#&

%

𝜆"𝑓"(𝑥) +:
"#&

'

𝜐"ℎ"(𝑥)

•对偶函数
𝑔 𝜆, 𝜐 = inf

*∈0
𝐿 𝑥, 𝜆, 𝜐

= inf
*∈0

(𝑓$ 𝑥 +:
"#&

%

𝜆"𝑓" 𝑥 +:
"#&

'

𝜐"ℎ" 𝑥 )

•弱对偶理论：如果𝜆 ≥ 0，则𝑔 𝜆, 𝜐 ≤ 𝑝∗

•性质：对偶函数为凹函数



对偶问题（dual problem）

• 原问题（Primal problem）

min	 𝑓$(𝑥) .

s. t. 𝑓" 𝑥 ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚

	 ℎ" 𝑥 = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑝

• 对偶问题（Dual problem）

max 𝑔 𝜆, 𝜐

s. t. 𝜆 ≥ 0

• 通过最⼤化𝑔 𝜆, 𝜐 ，可以不断逼近于𝑝∗的下界

max
12$,4

𝑔 𝜆, 𝜐 = max
12$,4

inf
*∈0

𝐿 𝑥, 𝜆, 𝜐 ≤ 𝑝∗

• 该问题为⼀个凸优化问题，最优值为𝑑∗，最优解为 𝜆∗, 𝜐∗



对偶间隙（duality gap）

•对偶问题为凸优化问题

• 𝑝∗ − 𝑑∗：对偶间隙（duality gap）

•弱对偶（weak duality）： 𝑑∗ ≤ 𝑝∗

• 对凸优化问题与非凸优化问题都成立

• 用于找到⼀个原问题的下界

•强对偶（strong duality） ： 𝑑∗ = 𝑝∗



相对内点集（relative interior）

• 𝐵 𝑥, 𝑟 ：以𝑥为中⼼的球



Slater条件

• 强对偶成立的充分条件

• 对于⼀个凸优化问题

min𝑓$(𝑥) .

s. t. 𝑓" 𝑥 ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚

	 Ax = b

• Slater条件：对以上的凸优化问题，存在𝑥 ∈ relint 𝐷，满⾜

𝑓" 𝑥 < 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚, Ax = b

• 则称为Slater条件，此时𝑑∗ = 𝑝∗

• 对⼤多数凸优化问题，slater条件都成立；对非凸问题，强对偶也可能存

在

• 弱Slater条件：若不等式约束为仿射时，只要可⾏域非空，必有𝑑∗ = 𝑝∗



例1

• 线性约束的最小⼆乘问题

min 𝑥/𝑥

s. t. Ax =𝑏



𝑑∗ ≤ 𝑝∗

•⼏何解释

min𝑓$(𝑥) .

s. t. 𝑓& 𝑥 ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚

• 𝐺 = 𝑓! 𝑥 , 𝑓" 𝑥 𝑥 ∈ 𝐷

• 𝑝∗ = inf{𝑡|(𝑢, 𝑡) ∈ 𝐺, 𝑢 ≤ 0}

• 𝑔 𝜆 = inf 𝜆𝑢 + 𝑡 𝑢, 𝑡 ∈ 𝐺



𝑑∗ = 𝑝∗

•⼏何解释

min𝑓$(𝑥) .

s. t. 𝑓& 𝑥 ≤ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚

• 𝐺 = 𝑓! 𝑥 , 𝑓" 𝑥 𝑥 ∈ 𝐷

• 𝑝∗ = inf{𝑡|(𝑢, 𝑡) ∈ 𝐺, 𝑢 ≤ 0}

• 𝑔 𝜆 = inf 𝜆𝑢 + 𝑡 𝑢, 𝑡 ∈ 𝐺



𝑑∗ = 𝑝∗

•鞍点解释

•极小极⼤不等式

•鞍点定理

• 对⼀般的优化问题

• 拉格朗日函数有鞍点ó该点为原始/对偶问题的最优解，对偶间

隙为0

sup
12$

inf
*∈0

𝐿(𝑥, 𝜆) ≤ inf
*∈0

sup
12$

𝐿(𝑥, 𝜆)

𝑑∗ ≤ 𝑝∗



根据对偶间隙求𝜖次优解

• 如果𝑥是原始问题的可⾏解， 𝜆, 𝜈是对偶问题的可⾏解，则存在

𝑓$(𝑥) − 𝑝∗ ≤ 𝑓$(𝑥) − 𝑔(𝜆, 𝜈)

• 𝜀-次优解集（ 𝜀–suboptimal set）

𝑋5 = {𝑥|𝑥 ∈ X. , 𝑓$ 𝑥 ≤ 𝑝∗ + 𝜀}

• 𝜀 = 𝑓$(𝑥) − 𝑔(𝜆, 𝜈)

• 原始问题可⾏解𝑥与对偶问题可⾏解𝜆, 𝜐对应的对偶间隙

𝑝∗ ∈ 𝑔 𝜆, 𝜈 , 𝑓$ 𝑥

𝑑∗ ∈ [𝑔(𝜆, 𝜈), 𝑓$(𝑥)]



算法

• 假设⼀个算法可以产⽣序列的可⾏解：

• 𝑥(1), (𝜆 1 , 𝜈 1 )，for 𝑘 = 1,2, …

• 预先设定⼀个期望的间隙值𝜀345

• 不断⽣成可⾏解，直⾄

• 则𝑥(1)是𝜀345-次优解



互补松弛（complementary slackness）

• 假设强对偶成立，𝑥∗为原问题的最优解， 𝜆∗, 𝑣∗为对偶问题的最优解

• 结论1： 𝑥∗ 最小化 𝐿(𝑥, 𝜆∗, 𝜈∗). 

• 结论2： 𝜆"∗ 𝑓"(𝑥∗) = 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚.  （互补松弛 complementary slackness）



互补松弛（complementary slackness）

𝜆"∗ 𝑓"(𝑥∗) = 0, 	𝑖 = 1, … ,𝑚

• 如果𝜆"∗ > 0，则𝑓"(𝑥∗) = 0

• 如果𝑓" 𝑥∗ < 0，则𝜆"∗ = 0



KKT条件（⼀般可微优化问题）

• 假设𝑓$, 𝑓&, … , 𝑓%, ℎ&, … , ℎ'都是可微的，但不⼀定为凸函数

• 假设强对偶成立，𝑥∗为原问题的最优解， 𝜆∗, 𝑣∗为对偶问题的最优解

• 由于𝑥∗最小化𝐿 𝑥, 𝜆∗, 𝜈∗ ，因此该点的梯度为0

• KKT条件：



KKT条件（可微凸优化问题）

• 假设𝑓$, 𝑓&, … , 𝑓%, ℎ&, … , ℎ'都是可微的，且该问题为凸优化问题

• KKT条件是强对偶的充分必要条件

• 证明：假设 ( h𝑥, i𝜆, h𝑣)为满⾜KKT条件⼀个可⾏解

• 可以得到： h𝑥, ( i𝜆, h𝑣) 满⾜强对偶，同时为原始与对偶问题的最优解



KKT条件的意义

• 对⼀般可微的优化问题（不⼀定为凸）

• 对偶间隙为0⇒KKT条件成立

• 对可微的凸优化问题

• 对偶间隙为0⟺ KKT条件成立

• 意义：

• 如果⼀个凸优化问题，存在很多约束条件，则往往难以求解

• 很多凸优化问题可以通过求解KKT条件来解决


