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回顾

• 凸集
• 集合中任意两点所组成的线段仍然在该集合中

• 凸函数
• 定义⼀：如果dom𝑓为凸集，且𝑓 𝜃𝑥 + 1 − 𝜃 𝑦 ≤ 𝜃𝑓 𝑥 +
1 − 𝜃 𝑓(𝑦)对所有的𝑥, 𝑦 ∈ dom𝑓，0 ≤ 𝜃 ≤ 1成立

• 定义⼆：对于可微函数𝑓，如果dom𝑓为凸集，则𝑓为凸函数当且仅
当𝑓 𝑦 ≥ 𝑓 𝑥 + ∇𝑓 𝑥 ! 𝑦 − 𝑥 ，对所有的𝑥, 𝑦 ∈ dom𝑓成立
• 定义三：对于⼆阶可微函数𝑓，如果dom𝑓为凸集，则𝑓为凸函数当

且仅当∇"𝑓 𝑥 ≽ 0，对所有𝑥 ∈ dom𝑓成立

• 凸优化问题
• 标准形式
• 局部最优=全局最优

• 最优条件：𝑥 ∈ 𝑋最优 ⟺∇𝑓#! 𝑥 𝑦 − 𝑥 ≥ 0 for all 𝑦 ∈ 𝑋
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⼀般优化问题

•优化问题

min𝑓#(𝑥) .

s. t. 𝑓$ 𝑥 ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚

	 ℎ$ 𝑥 = 0, 𝑖 = 1,… , 𝑝

• 𝑥 ∈ 𝑅!

• 𝐷 = ⋂"#$
% 𝑑𝑜𝑚𝑓" ∩ ⋂"#&

' 𝑑𝑜𝑚ℎ"

• 𝑋 = {𝑥 ∈ 𝐷且所有约束条件可以满⾜} 

• 𝑝∗为最优值

不⼀定是凸优化问题!



拉格朗日函数

• 优化问题

min 𝑓#(𝑥) .

s. t. 𝑓$ 𝑥 ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚

ℎ$ 𝑥 = 0, 𝑖 = 1,… , 𝑝

• 拉格朗日函数（Lagrangian function）

• 给该问题中的每⼀个约束指定⼀个拉格朗日乘⼦𝜆, 𝜈 ，以乘⼦为加权系数将约

束增加到目标函数中 

• 𝐿: ℝ!×ℝ)×ℝ' → ℝ，其中定义域为𝐷×ℝ)×ℝ'，

𝐿 𝑥, 𝜆, 𝜐 = 𝑓$ 𝑥 +:
"#&

%

𝜆"𝑓"(𝑥) +:
"#&

'

𝜐"ℎ"(𝑥)



拉格朗日对偶函数

•拉格朗日对偶函数(Lagrange Function/Dual Function)

𝑔 𝜆, 𝜐 = inf
%∈'

𝐿 𝑥, 𝜆, 𝜐

= inf
%∈'

(𝑓# 𝑥 +G
$()

*

𝜆$𝑓$ 𝑥 +G
$()

+

𝜐$ℎ$ 𝑥 )

• 𝜆 ∈ ℝ*, 𝜐 ∈ ℝ+



对偶函数性质⼀

•弱对偶理论：如果𝜆 ≥ 0，则𝑔 𝜆, 𝜐 ≤ 𝑝∗

实线：目标函数𝑓#
虚线：𝑓) ≤ 0

点虚线：拉格朗日𝑓# + 𝜆𝑓): 𝜆 = 0.1, 0.2, . . . , 1.0

可⾏解集：[-0.46, 0.46]



对偶函数性质⼆

•性质：对偶函数为凹函数

• 命题：若𝑓), … , 𝑓*为凸函数，则𝑓(𝑥) = max{𝑓) 𝑥 ,… , 𝑓*(𝑥)}

为凸函数

• 命题：若𝑓(𝑥, 𝑦)对所有𝑦 ∈ 𝐴为关于x的凸函数，则𝑓(𝑥) =

sup
,∈-

𝑓(𝑥, 𝑦)为凸函数



例1

min 	 𝑥!𝑥	

s. t. 	 Ax =𝑏	

𝑥 ∈ ℝ., 𝑏 ∈ ℝ+, 𝐴 ∈ ℝ+×.



例2

min C!𝑥

s. t. Ax =𝑏 , 𝑥 ≥ 0



例3

min 𝑥!𝑊𝑥

s. t. 𝑥$ = ±1, 𝑖 = 1,… ,𝑚



函数的共轭

• 函数共轭：

𝑓∗是𝑓的共轭，若𝑓∗ 𝑦 = sup
*∈,-% .

(𝑦/𝑥 − 𝑓(𝑥))

• 拉格朗日对偶函数(Lagrange Function/Dual Function)

𝑔 𝜆, 𝜐 = inf
*∈0

𝐿 𝑥, 𝜆, 𝜐

= inf
*∈0

(𝑓$ 𝑥 +:
"#&

%

𝜆"𝑓" 𝑥 +:
"#&

'

𝜐"ℎ" 𝑥 )



例

min 𝑓(𝑥)

s. t. 𝑥 = 0

• 解



例

min 𝑓$ 𝑥

𝑠. 𝑡. 𝐴𝑥 ≤ 𝑏, 𝐶𝑥 = 𝑑

• 解


